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L’arrivo di ogni nuovo tipo di numero scopre un nowmrizzonte,
una nuova terra da conquistare, da colonizzareitanstro pensiero.

Anna Cerasoli

LA CRISI DEGLI IRRAZIONALI

Fin dai suoi inizi, nel secondo millennio a.C.,clailta greca assimilo le conoscenze matematichmamiera molto
originale, facendo loro assumere una forma completde diversa. La matematica greca raggiunse gréauedii,
durante il VI secolo a.C., con due figure leggemddPitagora di Samo e Talete di Mileto, che ebbarpossibilita di
fare viaggi nei centri del sapere antico, dove &signo notevoli conoscenze. Secondo qualche letmeRitagora
stato discepolo di Talete, ma per eta differivanmelzzo secolo, percio € inverosimile.

Prima del loro lavoro, mancava la struttura comedét della matematica, che era usata solo pepiatici. Sembra che
Talete per primo abbia posto le prime basi teoricRecondo Eudemo e Proclo, la nuova direzione pdeda
matematica &€ dovuta principalmente ai pitagorier, ipquali la matematica era studiata soprattuéoliamore per la
scienza e non per le esigenze della vita pratica.

Per quanto i personaggi leggendari nell’antica farst@ano numerosi, ben pochi possono paragonaPBitagora e
numerose e discordanti sono le notizie che riguarda sua vita. La nascita a Samo é ragionevolnmettertata, come
pure i suoi contatti con i saggi dell’oriente. Nattorno al 580 a.C., giunse in Italia probabilneemmitorno al 520.

A Crotone fonda la propria scuola, che pud essemsiderata una setta, visto che divenne progressinge sempre piu
chiusa ed elitaria, tanto che per poterne far pErdenecessario affrontare una lunga iniziazioitagbra teneva due tipi
diversi di lezione: uno per i soli membri dellataet I'altro per coloro
che facevano parte della comunita in senso piuolat@ societa
segreta presenta aspetti molto simili ai cultiayfiatta eccezione pet
la matematica e la filosofia, che costituisconddase per la condotte
di vita.

Con il tempo, essa ebbe un’enorme influenza stersis politico di
Crotone, tanto che si venne formando una vera pripromligarchia,
isolata dal resto della popolazione e il malcortedt parte dei
cittadini ando aumentando. Con l'insorgere del kiboftra Crotone e
Sibari e la vittoria di Crotone, i contrasti si éeo sempre piu accesi.
Secondo Aristosseno, la fine della scuola € da fampu all'odio
contro Pitagora, da parte di un aspirante respidione. | pitagorici
vennero cacciati dalla citta, mentre secondo &itnéi ci fu un vero e
proprio massacro. Pitagora ripar0 a Metaponto, daveri,
probabilmente verso la fine del secolo, pare dopaligiuno durato
guaranta giorni. In questa citta fu cosi amatod#la sua casa venne
fatto un tempio a Demetra. L'esatta posizione di molti numeri irrazionali siigp
Dopo la sua morte, la figura di Pitagora assunsedsioni mitiche e trovare usando il teorema di Pitagora e disponéndo
gli vennero addirittura imputati dei miracoli! Ikrgblema non sono le triangoli in modo da formare un nautilus.

leggende di questo tipo, facilmente riconoscibiticenfessabili, ma il

fatto che, dopo la sua morte, tutte le opere edperte vennero attribuite a lui, tanto che e diffidistinguere il suo
contributo da quello dei suoi seguaci. A questaggiiunga la difficolta data dal fatto che non éastanservata nessuna
opera di Pitagora e non si sa se ne abbia matiescrit

La matematica ebbe un ruolo estremamente importagita vita dei pitagorici: ogni cosa che ci cirdansi pud
esprimere sotto forma di numerdutto € numeroUn tempo era diffusa la convinzione che la maggarte del
contenuto dei primi due libri deglilementidi Euclide fosse dovuta ai pitagorici. In realtempi recenti sono stati
sollevati numerosi dubbi al riguardo, visto il déeee primitivo dei concetti dell’aritmetica pitagoa. Per i pitagorici i
numeri racchiudevano la loro visione mistica de#alta, ma il misticismo non nacque con loro: pelnex civilta
primitive condividevano diversi aspetti della nuwiegia.

/
Al
/

In Mesopotamia la geometria era consistita essémzate nell’applicazione del numero all’'estensiov@lo spazio;
sembra che, in un primo momento, si sia verifidatatessa cosa presso i pitagorici, con una ditarpero. In Egitto,
il numero faceva riferimento alla serie dei numeaturali e delle frazioni aventi I'unita per numéoae; presso i
babilonesi esso aveva rappresentato il campo dé ti# frazioni razionali. In Grecia il termine nunmeeveniva usato
soltanto per indicare i numeri interi; una frazionen veniva considerata come una entita unica, amecun rapporto
0 una relazione tra due numeri interi.

| pitagorici furono i primi a leggere la naturat@rmini matematici: per loro la matematica era dzzo per unificare
tutti gli aspetti del mondo circostante, la musieagcosmologia, la filosofia, la religione.
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La scoperta degli irrazionali

La scoperta degli irrazionali non € interamenterapiei pitagorici. Una traccia del calcolo di esivae della radice
quadrata é stata trovata in Mesopotamia, mentrabil@esi risolvevano il calcolo della radice quadrcon il modo
noto oggi con il nome dilgoritmo di NewtonLa prova che il calcolo si possa attribuire ablanesi € nella tavoletta
di Yale n. 7289, dove viene determinato il valore/2l: in questa tavoletta & riportato anche un disegre riproduce il
rapporto fra la diagonale e il lato del quadraircpé il teorema di Pitagora era conosciuto malbma dell’esistenza
della scuola pitagorica.

La scoperta degli irrazionali @ molto controverser. qualcuno @ indicata d&, & dovuta ad Ippaso e risale al confronto
fra la diagonale e il lato del quadrato; per atridiosi &€ dovuta al rapporto fra il lato e la diagle del pentagono
regolare e quindi & indicata dal.

Si sa per certo che la scoperta dei numeri irraicfinesprimibili” (aAdyov) rappresentd cid che il matematico
francese del diciannovesimo secolo Paul Tanneligyah unvéritable scandale logiquds opinione
assai diffusa che la scoperta degli irrazionaliialgiortato a una crisi 0 quantomeno a una tensi
nelle dottrine pitagoriche, basate in gran partia sentralita del numero nell’ordine del cosmo.

La diagonale di un quadrato di lato 1 e il latssstesonahcommensurabiliin quanto non si possond
esprimere con la stessa unita di misura. Epputea figra non si avverte I'impossibilita di quest
confronto, perché I'incommensurabilita non & unzppieta visibilé.

La coesistenza di queste due grandezze € la demamte che la realta & piu ricca dei numerr,
soprattutto se ci limitiamo ai numeri interi e fivgj esattamente come facevano i
pitagorici. Questa crisi minava nel profondo latdo& pitagorica: tutta la vita della
comunita era basata sui numeri, sui numeri intezil’assoluta certezza che fossero
gli unici numeri possibili. La scoperta dell’esista di altri numeri, dovuta alla
dimostrazione che2 non & un numero razionale, non poteva che mesteiamente
in crisi la setta. | pitagorici pensavano che irsegti di retta fossero costituiti da un
numero finito di punti-unita indivisibili: la scopa di grandezze fra loro
incommensurabili, cioe prive di un sottomultiplo nmane, aveva come logica
conseguenza che il punto non poteva avere dimension

La scoperta degli incommensurabili € attribuitgppalso di Metaponto e si racconta
che i pitagoricistessero allora solcando il mare su di una navene essi abbiano
gettato fuori bordo Ippaso per punirlo del fatto dver introdotto un elemento
dell'universo che negava la dottrina pitagorica sado la quale tutti i fenomeni dell’'universo possassere ridotti a
numeri interi 0 a loro rapporti.

L'incommensurabilita apri nuove strade alla matéraatlassica: se per i pitagorici significd il dmldelle loro
credenze, per altri costitui un’occasione per itigase la natura avendo a disposizione nuovi oggelie pero non
furono considerati numeri fino al Rinascimento (A6Gfrca). Per questo furono chiamatazionali, in quanto non
razionali, cioé non esprimibili in termini di rappio visto che tra la diagonale e il lato del quetdrnon esiste rapporto.
L'idea di numero irrazionale & difficile, anche siamo abituati a consideras® un numero come tutti gli altrGli
scienziati greci si rifiutavano di considerare dpporto fra la diagonale e il lato del quadrato nomero come tutti gli
altri: facevano ragionamenti e operazioni su tasporto, ma sempre sotto forma geometrica, senze faggetto di
calcolo aritmetico.Per arrivare all’algebra, all’astrazione che peten@i considerare numeri anche gli irrazionali,
dovra passare molto tempo.

Questo avvenne forse anche a causa del contritattodh Eudosso: nato a Cnido, nell’Asia Minoregriind al 408
a.C., aveva studiato sotto il pitagorico Archit2&/B47 a.C.) a Taranto, viaggiato in Egitto e fdndana scuola a
Cizico, nell’Asia Minore settentrionale. Mori intar al 335 a.C., a Cnido. Ebbe il merito di intragéuil concetto di
grandezzaalle grandezze non venivano assegnati valori tifaéisi € potevano quindi essere riferite anchensita

incommensurabili fra loro. In altre parole, Eudosstto di introdurre come numeri gli irrazionaliragie a lui, i greci
compirono enormi progressi in geometria, ma vemanerita una netta separazione tra il numero e ¢emgéria, perché
soltanto i geometri potevano maneggiare i rapppocdmmensurabili. La geometria divenne quindi laébaer quasi
tutta la matematica rigorosa e lo sviluppo delBdda venne notevolmente ritardato, nonostante fachvesse
sostenuto che solo I'aritmetica poteva fornire ditrezioni soddisfacenti. Il pensiero matematiconeeseparato dai
bisogni pratici, visto che nei commerci e nelle unézioni continuava ad esserci la necessita deenymi matematici
non sentirono alcun impulso a migliorare le tecaiahitmetiche e algebriche. Solo nel periodo atefisao (300 a.C. /
600 d.C. circa), gli uomini colti cominciarono ddressarsi agli affari pratici e si svilupparoreritmetica e 'algebra.

! Nel dialogoMenone Platone presenta Socrate nell'atto di proporraradiovane discepolo un problema di geometriasistente nel costruire un
quadrato di area doppia di un quadrato dato. blproa é facilmente risolvibile dal punto di visiognetrico, ma non altrettanto avviene dal punto di
vista numerico. In altre parole, la geometria sstrosuperiore all'aritmetica.
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La dimostrazione dell’irrazionalita di \/_2

La dimostrazione dell'irrazionalita di2 venne data dai pitagorici stessi e venne inahedie edizioni pitl antiche degli
Elementidi Euclide, come proposizione 117 del libro X. Bremque molto improbabile che comparisse nel testo
originale dell'opera euclidea.

La dimostrazione riportata di seguito € quella enés nel testo di Lucio Lombardo Radice:

Supponiamo che esista una frazione, di numeratcgedenominatore, la quale abbia per quadrato il
numero 2.

Le letterem e n indicano due numeri interi; possiamo pensare ieriinterim e n primi tra di loro,
perché, se avessero un fattore comune potremmorseehiinarlo, dividendo per esso tanto il
numeratorem quanto il denominatore (per esempio, sen = 14,n = 10, al loro posto possiamo
mettere i due numeri 7 e 5, ottenuti da essi elimdo il fattore comune 2, e cio perché: 14/10 3.7/5
Dovrebbe essere, dunque:

... m
cioe:— =2 = m’ = 2n°
n
men, essendo primi tra di loro, non possono essetieetdue pari. Sono allora possibili tre casi:

1. meée disparin € pure dispari
2. me disparin e pari
3. me pari,n & dispari

Facciamo ora vedere che tutti e tre i casi po$sibilo invece impossibili.

Il caso 1) & da escludere. Infatti, mee n sono dispari, sono dispari ancmé e n? (il quadrato di un
numero contiene gli stessi fattori del numero, tiie ciascuno due volte; se un numero non €
divisibile per 2, non lo & neppure il suo quadrakéd il doppio din? cioé2r?, & pari, e non pud essere
uguale al numero disparf: m’ # 2rf

Il caso 2) & impossibile. Infatti, se & disparin? & dispari mentre, come prima... e pit di prite, &
pari (gian’ & pari). Si ha ancorar # 2rf

Infine, anche il caso 3) non si puo verificare altif sem € pari, & divisibile almeno per 2 (forse anche
per una “potenza” di 2), e percio il suo quadrattivésibile almeno per 22 = 4. Sen & disparin® &
pure dispari,2r® & divisibile solo per 2, e non per 4; pera® # 2rf, perché il primo numero &
divisibile per 4, il secondo no.

Quindi: non esiste nessuna frazione, in particoleesun numero intero, che abbia per quadrato il
numero 2.

La duplicazione del cubo

Secondo la leggenda, il problema della duplicazibelecubo nacque durante un’epidemia di peste @ti@n432 a.C.).
Una delegazione si reco presso 'oracolo di Dedfi phiederne la fine. La risposta dell’oracolo he d'ira degli dei si
sarebbe placata qualora l'altare dedicato ad Apaiidorma di cubo, fosse stato sostituito con uekadstessa forma,
ma grande il doppio. | messi fecero costruire unocoon il lato doppio di quello di partenza, mapkstilenza non
accenn0 a calmarsi, perché il nuovo altare nonaweume doppio del primo, bensi otto volte targe. si vuole

costruire un altare che abbia volume doppio, essoadavere un lato pari #_2 rispetto al lato di quello di partenza.

La leggenda non va oltre; I'epidemia di peste dop@erto tempo cesso anche se gli Ateniesi nogirar® a esaudire
il volere del dio Apollo. In epoca recente, e cimd XIX secolo, € stato infatti dimostrato che riopossibile duplicare

un cubo facendo uso solamente di una riga non gtade di un compasso, poicfié_Z non & la radice di una

equazione algebrica di 1° o di 2° grado. Moltistii matematici dell’antichita affrontarono comueqguproblema della
duplicazione del cubo senza tener conto di quasitakione.

2 In unaltra leggenda si narra invece che Minosseli ICreta, non soddisfatto per le dimensioni agireca stata costruita la tomba reale destinata ad
accogliere le spoglie del figlio Glauco, ordino clemisse raddoppiata conservando la forma cubica
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Menecmo (350 a.C. circa) risolse il problema ddlalicazione del cubo mediante l'intersezione dé garabole (o di
una parabola e di un’iperbole). In notazione aitalimoderna risolse

uno dei seguenti sistemi: x>=ay
xy =2a’ iperbole ay =x° parabola
ay=x* parabola 2ax = y* parabola

determinando cosi il pun®@la cui ascissa ¢ il lato del cubo cercato.
Senza la notazione moderna, Menecmo introdusseZziers coniche
usando tre tipi di cono (retto, acuto e ottusopgiando ciascuno di
essi mediante un piano perpendicolare a una geicerat
Successivamente, Diocle (Il sec. a.C.) risolserdbfema tramite una
curva, la cissoide.

Notiamo inoltre che l'interesse per il problema: shantenuto vivo fino
a un’epoca recente. Basti pensare che sia Newtohlisygens hanno
trovato soluzioni originali e sono state inventdstruzioni meccaniche idonee a fornire soluzigurassimate.

Un irrazionale famoso: pi greco

Solo nel 1767, grazie al matematico svizzero JoHdinrich Lambert (1728/1777), si dimostro che& un numero
irrazionale, ovvero un numero decimale illimitatonnperiodico. Nei tempi moderni, si € giunti a &wawe piu di
100 000 cifre decimali, ovviamente senza alcunagdita:

3,1415926535897932384626433832795028841971693993750958244592307816406286208998628034825...

Fin dall'antichita, ma anche oggi, si € utilizzatdapprossimazione dt

- gli antichi Babilonesi, che si occupavano di gearagier ragioni pratiche, gli attribuivano il vaéo8
- gli Ebrei del tempo del re Salomone consideravanguale a 3

- nelPapiro di Rhindal numerartviene attribuito il valore 3,1604

- 3,14 e l'approssimazione universalmente nota

- 3,2 e I'approssimazione usata dagli artiglieri

- 3,1416 si rivela particolarmente utile nelle apationi tecniche

Nell'antichita, una delle migliori approssimazio@éistata quella di Archimede, che
riusci a calcolarne il valore con un preciso metosimentifico. Parti dalla

considerazione che la lunghezza della circonferénmsaggiore del perimetro di un
qualunque poligono inscritto e minore del perimettioun qualunque poligono

circoscritto.

Archimede ripeté questo ragionamento inscrivendo ciecoscrivendo nella

circonferenza poligoni regolari con un numero di $&mpre maggiore, arrivando al
poligono regolare di 96 lati, cosi trovo che:

3+ E < T <3+ E
71 7C
e cioé: 31408.. < n < 31428..
Questo calcolo venne ulteriormente migliorato ddaaicolatore” cinese che utilizzo il poligono A2 lati.

Un contributo notevole al calcolo di fu dato dall'introduzione in matematica dei caicthfiniti”. Mediante
I'applicazione di procedure di tale tipo si & aatiwalle scritture:

4 (1—}+E—l+é—i+i—i+...j formula di Leibniz

a2 2E2D4D4D6E6D.. owero:]TDZ(gﬂgﬂé—l[ﬁﬂgﬂgﬂgﬂf—;...jformuladiWaIIis
18 306 5[F 1 33557 79

HD2(1+1+1E2+1E2EB+1D2[BD4+NJ

3 30 3L 3HBWMm

3 http://www.piday.orgin questo sito si puo trovare il primo milionecifre del pi greco
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Al Palais de la Découvertesi pud ammirare una sala unica al mondo: la
e rotonda e tutt'intorno alla base c'é una fasaieotare che riporta i nomi
celebri matematici, 58 per la precisione:

Abel Aboul-Wefa Ahmes Albatani Alkhowaresmi Amper&pollonius
Archimede Barrow Bernoulli Bolyai Cantor Cauchy @heri Chasles B g i
Clairaut Cotes D'alembert Desargues Diophante &aidtuler Fermat Fourien

Galois Gauss Godel Hamilton Hermite Hilbert HippsrgHuygens Jacobil&s

Klein Lagrange Laplace Legendre Leibniz Lejeunddbiet Lie

Lobatchevski Monge Napier Newton Painleve PappuscdaPoincare ¥

Poisson Poncelet Pythagore Riemann Roberval St@inkebychev Viete
Wallis Weierstrass

& Chantal Rousse

Piu in alto, come mostra la figura a lato, i printi4 decimali dir, scritti a
gruppi di dieci, alternativamente di colore rossteeo:

3.1415926538979323848643383279028841976939937516820974948923078160628620898628034823421
1706782148086532823066410938446095058223173359408128811174508410270198521105558446229489
549303819642881097665933446284756482378678316471201909456485669346034861854326648233936
072824914127324587006066315588148815209206282925401715364388925903601133053088820466523
84146959415116098305727036759591956092186117819326117910511854687446237982749567358857527
248912279388301194919833673362406566438602139%946395224737907021796094370270539217178931
767528B46748184866940513R005681274526356082785771342577896097363717872468440902249534301
4654958537050792276892589238201..

Quielli sottolineati sono i 527 decimali determindai William Shanks e calcolati senza l'aiuto di wadcolatrice, nel
1873. Calcolo 707 decimali, ma solo i primi 527rerajiusti. Le altre cifre non sottolineate sono lgueorrette in
seguito. La sala venne realizzata nel 1937 e Feru@nne scoperto nel 1947, da un certo Fergusamlirezione del
Palais fece correggere le cifre nel 1949, annaiiriitcsfondato il muro dei mille decimali.

Nel 1958 le cifre erano diecimila. Centomila ne619Un milione nel 1973. Dieci milioni nel 1983. i@e milioni nel
1987. Un miliardo nel 1989.

Numerose poesie aiutano a ricordare alcune cifre di

Ave o Roma o Madre gagliarda di latine virtu chetaluminoso splendore prodiga spargesti con ladaggezza.
Ogni parola rappresenta una cifrak per sapere quale basta contare le lettere chpar@ono la parola.

Que j'aime a faire apprendre

Un nombre utile aux sages!

Glorieux Archimede, artiste ingenieux,

Toi, de qui Syracuse loue encore le merite!

E ancora, in inglese, una poesia composta nel #l8949ike Keith, ricalcando la poesidlie Ravehdi Poe: contiene
740 cifre dird

Poe, E.

Near a Raven

Midnights so dreary, tired and weary.

Silently pondering volumes extolling all by-now @lee lore.
During my rather long nap - the weirdest tap!

An ominous vibrating sound disturbing my chambean®door.
"This", | whispered quietly, "l ignore".

Origine del simbolo di radice

La parolaradice (dal latinoradix) € la traduzione del vocabolo aratidhr che significava sia radice di un numero sia
soluzione di un’equazione. Per indicare la radigieArabi erano soliti sovrapporre al numero laded iniziale della
parolagidhr. Gli Europei, in un primo momento si uniformaroalfuso arabo; in seguito, anteposero al humero un
punto per indicare I'estrazione di radice quadrdtee punti per indicare quella della biquadratideeeper quella della
cubica. La lettera R, come simbolo di radice, compaelle opere di Leonardo Pisano (1180 circa-L26piu grande

4 http://www.palais-decouverte.fr
°o. Batoli, G. De RinaldisMATEMATICA 2 Idee metodi applicazipMarietti Scuola
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matematico del Medioevo noto anche con il nomeilomacci, e, alcuni secoli dopo, nell’enciclopediatematica
Summa de aritmetica, geometria, proporzioni et pranalitadel frate Luca Pacioli (1445-1517). Pacioli apparha

piccola modifica al simbolo: sharro la lettera Reodusse I'uso degli esponenti per indicare tazbne della radice
quadrata (B e di quella cubica & Anche Raphael Bombelli (1526-1573) nella suarapégebraindico la radice
con la lettera R seguita da g. nel caso di radigadpta o da c. nel caso di quella cubica; indindtie la

moltiplicazione con “via” o con “per”.

La scrittura: R.q.49 via R.q.5: fa R.q.245
equivale pertanto, in simboli attuali, all’espress: A 49 D\/_S =,/ 245

In quegli stessi anni, nel libie Cossdi Rudolff (1500-1545), comparve un simbolo di cjiuna R deformata, che,
perfezionato poi da M.C.Stifel (1486-1567) e dat&@io, € quello attualmente in uso. L'estraziondadeadice
guadrata, inizialmente eseguita con numeri posiinne in seguito applicata anche a quelli negiatirvoducendo cosi

il concetto di numero complesso.

Il matematico Gerolamo Cardano (1501-1576) nelka gperaArs Magnafu il primo a prendere in considerazione i
numeri complessi; nel capitolo XXXVII ddébe regula falsum ponendi trova il tentativo di eseguire calcoli con le
radici quadrate di numeri negativi. E perd meritdBdmbelli aver introdotto I'unitd immaginaria e evindicato il
metodo per eseguire calcoli con numeri complessi;ipdicare +i e —i uso le locuzioni “piu di mene”“meno di

meno” in forma abbreviata p.d.m. e m.d.m.; pertdatcrittura: R.c.L..2 p.d.m.1
equivale in simboli attuali all'espressione: \/_2 + 2i
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